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HOLTIDOS TAGOK KOZELITESE PADE-SOROKKAL

BEVEZETES

Az ember tevékenységének matematikai leirdsa mar régdta tanulmanyozott, és mind a mai napig
érdekes teriilete a szabalyozasi rendszerek viselkedése kutatasanak. A szerzé célja bemutatni az
emberi tevékenység matematikai modellezése soran alkalmazott néhany matematikai modellt, roviden
Osszefoglalni a holtidds tagok kozelité matematikai modelljének meghatarozasara széles korben
alkalmazott Padé-approximacié alaposszefiiggéseit. A miiszaki gyakorlatban szinte kizardlag az un.
elsdrendii approximdciot szokas alkalmazni. Felmeriil a kérdés: elegendé—e a holtidé elsérendil
kozelitésének pontossdga, vagy a szigorubb pontossagi kdvetelmények miatt magasabb rendi
approximaciot sziikséges alkalmazni, még annak aran is, hogy a kdzelités linearis jellegét elveszitjiik?!
A szerz0 célja, hogy a gyakorlatban is jol alkalmazhaté matematikai—iranyitastechnikai modszert
javasoljon eme probléma megoldasara, és egy kitiintetett matematikai modell segitségével bemutassa a
moédszer alkalmazasanak sajatossagait. A kitiizott cél megvalositasa érdekében a szerzé ij MATLAB®
m-fajlt készitett, melynek segitségével bemutatja az id6—, és frekvenciatartomanybeli analizis
Osszehasonlité eredményeit.

|. SZAKIRODALMI ATTEKINTES

A replilogép-vezetdk tevékenységének matematikai leirasaval el6szor McRuer és Krendel
foglalkoztak behatoan. Munkdjuk eredményét mind a mai napig széles korben alkalmazzak az
automatikus repiilésszabalyozoé rendszerek eldzetes tervezése, €s a rendszeranalizis soran. A szerzok
ugy egyvaltozos, mind tobbvaltozds iranyitasi rendszerekben is meghatarozzak a pilotak matematikai
modelljét, amely szerintilk — sok egyéb tényezd mellett — a kovetendd jel idébeli lefolyasatol is
lényeges mértékben fiigg. Bevezették a paper pilot' fogalmat, ami azt jelenti, hogy az automatikus
repiilésszabalyozd rendszerek tervezése soran a kormanyzasi rendszerben tevékenykedd pilotat
matematikai modelljével helyettesitik. A szerzOk kiilonés figyelmet forditanak az un. precizids
repiilési feladatok (pl. tamadd, vagy védekezo 1égi harc, foldi célok tamadésa, kotelékrepiilés, 1égi
utantoltés stb.) vizsgalata soran alkalmazhaté matematikai modellek bemutatasara is [1].

A cikk elkészitésekor a matematikai elméleti alapokat Korn, G. A. és Korn, T. M kézikonyve
szolgaltatta [2].

McLean, D. konyvének mellékletében részletesen foglalkozik a pilotak tevékenységének
hagyomanyos, ¢és modern matematikai ¢és iranyitaselméleti leirdsaval. A pilota holtidejének
kozelitésére McLean elsérendii Padé-approximaciot alkalmaz, ami a gyakorlatban csak er6s
megkdtések és korlatok mellett alkalmazhaté a szabalyozasi rendszerek vizsgalata, és elGzetes
szintézise soran [3].

Dorf, R. C. és Bishop, R. H. tagabb értelemben vizsgalta az operatorok matematikai modellezését:
meghataroztak a kiilonféle kozlekedési eszk6zok és jarmiivek (pl. személygépkocsi, motorkerékpar,
hajo, vonat stb.) vezetdinek matematikai modelljét. Természetesen eme modellek, altalanos alakjukat

! Elméleti és gyakorlati vizsgalatok sorén alkalmazhaté identifikalt matematikia modell, amely j6 kézelitéssel helyettesiti az
igazi pilotat.



tekintve, azonosak is lehetnek, de az egyes modellek paraméterei széles spektrumon szorva egymastol
akar Iényeges mértékben is eltérhetnek [4].

Lantos, B. foglalkozik a holtidé6 matematikai leirasaval is, tobb modszert is ismertet a holtidé
végtelen sorokkal torténd kozelitésére [5].

A szerz6 tobb hasonld témaju cikket publikalt, amelyek elokészitették e cikk megirasat, és egyben
motivaltak is eme munka elvégzésére. A [6] irodalom hagyomanyos és modern, Un. allapotteres
iranyitastechnikai modszereket mutat be a piléta matematikai modellezésére. A [7] irodalom
bemutatja, hogyan lehet meghatarozni a pilota egy kritikus paraméterét, mig a [8] irodalom a
repiil6gép egy iranyitasi csatornajaban, az oldaliranyt csatornaban komplex modon vizsgalja a pildta
tevékenységét, és hatarozza meg a hajozo lehetséges kritikus paramétereit.

A cikkben bemutatott iranyitastechnikai és matematikai problémak megoldasara készitett 1j
MATLAB" forraskod elkészitését a [9, 10, 11] irodalmak tamogattak.

Il. HOLTIDO KOZELITESE A PADE-APPROXIMACIO SEGITSEGEVEL

A dinamikus rendszerek holtidejének kozelitésére szamos moddszer ismert, amelyek koziil a Padé
approximacié az egyik legelterjedtebb [8]. A holtidé6 kozelitésének eme modszerét ¢és
alapdsszefliggéseit tekintsiik at az 1. dbran.

1. abra. A holtidés rendszer modell-kdvetési hibajanak szarmaztatasa.

Az 1. 4brdn a G(s) atviteli fiiggvény a valés 7 holtidét tartalmazé rendszermodellt, mig a G(s)
atviteli figgvény a holtidé kozelitdé atviteli fiiggvényét jeloli. Tovabbi vizsgalataink soran
feltételezziik, hogy a holtidé nélkiili G,(s) atviteli fiiggvény minimalfazist, és dnmagéaban stabilis
rendszerdinamikat ad meg. A holtid6 kozelitésének problémdaja a kovetkezé6 modon fogalmazhatod
meg: az eredeti

G(s)=e "G, (s) (2.1)
atviteli figgvény a
G(s) =Py (5)Gy(s), (2.2)

atviteli fiiggvényli modellel kozelithetd, ahol Py (s) = Ng(s)/Dg(s) a 7 holtid6t kozelitd racionalis
tortfliggvény. E kozelitési probléma masik megfogalmazasa: hatarozzuk meg a holtid6t kozelitd
Pq (s) atviteli fiiggvény azon alakjat, amely biztositja az eredeti (2.1) holtidés rendszer (2.2) modellel

meg: a G(s) és a G(s) rendszerek bemenetére kapcsoljuk ugyanazt az u(s) bemeneti jelet, majd az
egyes rendszermodellek kimeneti jeleit vonjuk ki egymasbol. A hibajel alapjan megitélhetd, hogy a
G(s) ésa G(s) rendszerek mennyire kozelitik egymast. Mas szoval, megallapithato, hogy a Py (S)



kozelitdé polinom milyen pontossaggal reprezentalja a 7 holtid6t. Szabalyozéastechnikaban ez a
probléma a modell kévetési feladat nevet viseli. A modell kovetési hiba (MME?) az alabbi egyenlet
alapjan hatarozhato meg [2, 5, 8, 11]:

MMEésup||e|| 2 =sup|| =91,

, (2.3)
u¢0|| u ” 2 u=0 ” u " 2

ahol: ||y—Y| , @ hibajel masodik (euklidészi) norméja, Jul , a bemeneti jel masodik (euklidészi)

normaja. A (2.3) egyenlet szerint a modell kovetési hiba (MME) a kimeneti jel energiaja, és a
bemeneti jel energidgja hanyadosanak maximalis lehetséges hanyadosa. Szabalyozastechnikabol
ismeretes, hogy az MME értéke az alabbi dsszefliggések alapjan szamithato:

MME = MMEy =MME_, (2.4)
ahol

MME_ = H G —éHHw , (2.5)

MVE =sup(G(je) - G(je)|=sup|Go(je)|-[ €717 =Py (j)]. (26)
w [

Konnyen belathato, hogy kisértéki MME | eseténa G(s) és a G(s) atviteli fiiggvények Nyquist

diagramjai is — ha G,(s) nmagaban stabilis — j6 kozelitéssel egybeesnek. Mindezek alapjan, az e ~°°

holidds tag kozelitése a kdvetkezOképpen is megfogalmazhatd: hatarozzuk meg a holtid6t kozelitd
Pq(s) raciondlis tortfliggvény alakt atviteli fliggvényt, amely biztositja, hogy a kozelités
pontatlansaga kisebb, mit egy definialt skalar, amelyre igaz, hogy & >0. A holtidé Padé—sorral torténd
kozelitésére a tovabbiakban a kovetkez6 egyenletet alkalmazzuk [2, 5, 8]:

%(—1)kckrksk

e % =Py(s) = Na(8) _ k=0 : (2.7)
Dy (s) %Ckrksk

k=0

ahol a (2.7) egyenlettel megadott Padé—sor egyiitthatoit az alabbi képlet segitségével szamithatjuk:

—k)I-n!
& = (2n=K)!-n!

_m; n=12734,---; k=0,12,3,---,n. (28)

A Padé-sor n <20 fokszamara kiszamitott egyiitthatokat az 1. Melléklet tartalmazza.

2.1. A Padé-sor approximacios fokszamanak meghatarozasa

Szabalyozasi rendszerek vizsgalata, és elOzetes tervezése soran gyaklran felmeriil a kdvetkezo
probléma: mi a Padé—sor minimalis fokszdma, amely esetén az approximacids hiba — a tiirésmezon
beliil — maximalis?! Az approximacids hiba a (2.6) egyenlet alapjan mar konnyen kiszdmithato,
vagyis:

2 Model Matching Error



ew 2n+l 4n
T
_] haw<®

. 1
e—Ja)r _ Pd (Jw)‘ < 4n er | (29)
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A (2.9) egyenletet felhasznalva, a kozelitési fokszam meghatarozasa az alabbi 1épésekben torténik:

1. 1épés: A G,(jw) frekvenciafiiggvény abszulut érték fliggvénye alapjan hatdrozzuk meg az wy
korfrekvenciat, amelyre igaz, hogy [8]:

. o
|Go(Ja))|SE’ Vo awy, (2.10)

és els 1épésben legyen n=1.

2. 1épés: minden n>1 esetére legyen

W, = max{a)x,@}, (2.11)
et

és e korfrekvencidkra hatarozzuk meg a hibajel fliggvényének abszolut értékét, amely az alabbi
Osszefiiggés alapjan is kiszamithato:

2n+1
. [%j h _4n
p(ay= |0 )R osSn | 2.12)
2G, (jo)|, ha o, > >

er
3. Iépés: Vezessiik be a kdvetkezd mennyiséget
E(n):%max{g (0)}; wel0,wy]- (2.13)

Ha E(n) <1, akkor befejezziik a szamitasi miiveletet. Ebben az esetben n a kozelité Padé—sor azon
fokszama, amely kielégiti az eldirt kozelitési pontossdgot, mas szoval, teljesiil az alabbi
egyenlGtlenségi feltétel:

MME_ <5, (2.14)

Ha az E(n) <1 egyenlbtlenségi feltétel nem teljesiil, akkor egygyel n értékét, és a 2. 1épéstdl Gjra
folytatjuk a szamitast. E miiveleti sort mindaddig folytatjuk, amig teljesiil, hogy E(n)<1.

4. 1épés: nyomtassuk ki a hibajel
|G0(ja))|-‘e_j‘”—Pd(ja)) (2.15)

frekvencia fliggvényét, és igazoljuk, hogy annak maximalis értéke kisebb, mint o .

Nagy pontossagii szamitasok soran a matematikai approximacié pontossaga altalaban
o= (10_4 +10_2) . Mindazonaltal, szabalyozastechnikabol ismeretes példaul, hogy a tranziens idot az
atmeneti fiiggvpény stacionér értékének +2%, vagy 5% -os tartomanyan beliilre kertiléskor mérjiik.
Konnyli belatni tehat, hogy a matematikai kozelités pontossdga sokkal szigorubb, mint az

iranyitaselméleti pontossagi kovetelmény, ezért a gyakorlatban kompromisszumot kell kotni, hogy
mely pontossagi kvetelményt szeretnénk teljesiteni [8].



1. A PILOTA TEVEKENYSEGENEK NEHANY EGYSZERUBB
MATEMATIKAI MODELLJE

A pilota tevékenységének legegyszeriibb matematikai modellje, egy bemeneti jel kdvetése estén, a 2.
abra felhasznalasaval, az alabbi egyenlettel adhato meg [1, 3, 6, 7, 8]:

Xii (8)

=K
Xpe (S)

Yp(s) = N (3.1)

ahol xpe(s) a pilota altal kovetett bemeneti jel, X (s) a pilota vélaszjele, K a pilota erésitési

tényezdje, 7 a pilota tevékenységének holtideje.

2. abra. A pilota tevékenységének PH-matematikai modellje.

A 2. abra, valamint a (3.1) egyenlet alapjan konnyen belathatd, hogy a pilota tevékenységét
aranyos (proporcionalis), holtidés (H) taggal (PH) lehet leirni [6, 7, 8]. Ha a repiil6gép-vezetd azon
tulajdonsagat is figyelembe vessziik, hogy predikciora is képes, akkor a tevékenységének matematikai
modelljét a 3. abran lathat6 hatasvazlattal adhatjuk meg.

x(5)

— W K, {1+ 5T, % e™F

iz (5)
———=

3. abra. A pildta tevékenységének PDH—matematikai modellje.

_ X (S) _ —ST
Yp(s)= Yoo (5) =Kp@A+sTp)e ™", (3.2)

ahol T, predikciés (valos differencialasi) idéallando. A (3.2) egyenlettel megadott matematikai

modell aranyos-differencialo-holtidés (PDH). A tovabbiakban vegyiik figyelembe a repiildgép-vezetd
izomrendszerének dinamikus viselkedését is, amelyet egytarolos dinamikaval vesziink figyelembe.
A repiil6gép-vezeté modellje a 4. abran lathato.

Xpg (5] v 14T, |xi(5)

M oIt

Pl+sT

4. 4bra. A pilota tevékenységének PDT1H-matematikai modellje.



A 4. 4bra alapjan a repiilogép-vezetd atviteli fliggvénye mar konnyen felirhato:

X (s) _ o 1+8Tp o
Xpe (8) P1+sTy

Yp(s)= (3.3)

ahol T, a repilégép-vezetd izom-rendszerének id6késése. A (3.3) egyenletet szokas PDTIH-
modellnek is nevezni. A 4. abra alapjan a (3.3) atviteli fliggvény az alabbi alakban is felirhato:

X (S)  X(s) x(s) o 1+sTp oo
= ® e X P Tesh ¢ G4

A (3.4) egyenlet alapjan a holtid6 bemeneti jele a kovetkezd Gsszefiiggés alapjan szamithato:

—S P (s) (3.5
Xpe (S) - .
P 1+ST1 be

A (3.5) egyenlet id6tartomanyban a kovetkez6 alakban irhato fel:

x(s) =K

) 1 K KpTp .
x:——x+—pxbe+ b_P Xpe - (3.6)
LI T

A (3.3) egyenletben a 7 holtidé kozelitésére alkalmzzuk az 1-rendi Padé-approximaciot.
Az alabbi egyenletet kapjuk:

Y (s)= X (8) _ K 1+sTp ST _K 1+sTp 1—%5 | a7
P e (s) P 14sTy P1+sTy 1+%s

A repiilégép-vezetd tevékenységének modellezésére széles korben alkalmazzak az allapottér
reprezentacios alakokat. Vezessiik be az alabbi allapot-valtozokat [3, 6, 7, 8]:

X, =Xk + X, (3.8)
X, = X. (3.9

A (3.3)(3.9) egyenletek felhasznalasaval a repiil6gép-vezeto allapotteres matematikai modellje
mar kdnnyen felirhat6, vagyis:

. 0 _z 0
{{q} KoTo fxe=| T F {n} Kp lye, (3.10)
1
X1
xi =L —1]{)(2}. (3.11)

Végezetiil, ha figyelembe vessziik a repiildgép-vezetd érzékeld/jelfeldolgozo/beavatkozo ideg-
izom rendszerének a matematikai modelljét is, akkor a pildta tevékenységének hatasvazlata az
5. abranak megfelelden adhato meg [1, 3, 6, 7, 8]:

X mf(1+ STF:I b3 R P

¥ (sg + 2&a,5 + cu,f)

5. abra. A pildta tevékenységének matematikai modellje.



Az 5. 4bra alapjan irjuk fel a repiil6gép-vezetd atviteli fliggvényét:

2
Xi () _ xi (s) x(s) on(+sTp)
Y = = = . 3.12
() Xpe (S)  X(S) Xpe(S) p(52+2§wns+w§)e (312
A (3.12) egyenletben az
2
@n (3.13)

(s2 + 2§a)ns+a)§)

kéttarolos (T2) tag a repiil6gép-vezetd ideg-izom rendszerének egyszertsitett matematikai modelljét
adjameg [1, 3, 6, 7, 8]. Konnyen belathato, hogy a (3.12) egyenlet holtid6 nélkiili PDT2 alaka

_ X(s) _ wr2,(1+sTp)
Xin (S) P (s2 +2§a)ns+a)§)

(3.14)

atviteli fliggvénye id6tartomanyban az aldbbi alakban irhat6 fel:

X1 _ 0 1 X1 0
[Xz} ) {— of —%wJLJ {bee’ (3.15)

x = 02K o1 Tp]{:l] (3.16)
2

Vezessiik be a kovetkezod allapot-valtozot:
X3 =Xy +X. (3.17)

A (3.12) egyenletben szereplé 7 holtid6ét approximaljuk 1-rendii Padé-sorral, mas szoval,

1—725 (3.18)
= . A
T
1+ A S
Helyettesitsilkk a (3.18) egyenletet a (3.12) egyenletbe, és irjuk fel a kapott kifejezést

idétartomanyban. Néhany egyszeri matematikai atalakitdas utan az alabbi allapot-, és kimeneti
egyenletet kapjuk [1, 3, 6, 7, 8]:

—-ST

e

5(1 0 1 0 X1 0
X=Xy |= —wﬁ - 28wy, 0 Xo [+]1 [Xpe’ (3.20)
X 4 2 4 2 23| x 0
o) |[Fet ) (Sxomoet] (2]l
X1
Xy =[—a)§Kp ~0hK Ty 1] X2 |- (3.22)
X3

A (3.1)—(3.21) alkalmasak arra, hogy id6-, és frekvenciatartomanyban elvégezziik a bemutatott
matematikai modellek vizsgalatat. A cikk tovabbi fejezetei eme vizsgalatok eredményeit mutatjak be.



IV. A REPULOGEP-VEZETO MATEMATIKAI MODELLJENEK
VIZSGALATA IDOTARTOMANYBAN

A repiilogép-vezetd tevékenységének egyik legfontosabb formaja az alapjel kdvetés. Szamos repiilési
feladat (pl. félautomatikus bejovetel leszallashoz, 1€gi utantdltés, 1égi harc, felszini célok tdmadasa,
kismagassagl terepkovetés, kotelékrepiilés, miirepiilés stb.) megoldasa soran a pilota a szamara
megjelenitett alapjelet koveti, amelyek — iddbeli lefolyasukat tekintve — kiilonféle jellegliek lehetnek.
A leggyakoribb lekovetendd alapjelek a kovetkezok: (egység)ugrasfiiggvény,
(egység)sebességfiiggvény, flrészjel, négyszdgjel, harmonikus szinuszos jel. A szerzd az
idétartomanybeli vizsgalatai soran az ugrasfiiggvény, a sebesség fiiggvény, és a négyszogjel vizsgald
jeleket alkalmazza [9, 10, 11].

Az el6z0 fejezetben bemutatasra keriiltek a repiilogép-vezetd leggyakrabban hasznalt matematikai
modelljei. Tekintettel a tovabbiakban alkalmazandé vizsgalati modszer altalanos jellegére, az
idotartomanybeli vizsgalatok soran e fejezetben a (3.3) egyenlettel megadott PDT1H-modellt
alkalmazza. A repiildgép-vezetd eme matematikai modelljének paraméterei legyenek az alabbiak
[1,3,6,7,8]:

Kp=10; Tp =1s; T, =0,4s; 7=0,5s . 4.2)

A repiildgép-vezetd PDTI1H-modelljének vizsgalata soran feltételeztilk, hogy a holtidé
approximacioja soran az 1-rendi kozelités mellett a 4.-ed, és a 7-ed rendi approximaciot alkalmazzuk.
fgy a repiilégép-vezeté atmeneti fliggvényét harom dinamikus modellre — az 1. Melléklet segitségével
— is meghatarozzuk. A repiilégép-vezetd alapjele, mas szoval, a kdvetni kivant bemeneti jele az
egységugras jel, Xpe (t) =1(t) . A szamitogépes szimulacié eredménye a [9, 10, 11].

Atmeneti figgvények - 1-4-7. rendd Padé approximacia

wkift)

108 [s]

6. abra. A repiildgép-vezetd atmeneti fiiggvényei.
‘elsérendti —* > ’hetedrendii — Padé approximaciod

A 6. abran jol lathato, hogy az approximacié fokszamanak emelkedése az atmeneti fliggvény
maximumanak ndvekedését eredményezi. A holtid6 tartomanyaban az atmeneti fliggvények, bar egyre
nagyobb frekvenciaju lengésekkel, de mégis kozelitik az idealis, zérusértéki atmeneti fliggvényt.

A 7. abran a replildgép-vezetd egységsebesség bemeneti jelre adott valaszfliggvényei lathatoak az
approximacio kiilonféle fokszamai mellett. A vizsgalatok soran a repiill6gép-vezetd bemeneti jele az
Xpe (1) =t volt [9, 10, 11].



Egységsebesséy figgvények - 1-4-7. rendd Padé approximacis
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7. abra. A repiil6gép-vezetd egységsebesség valaszfiiggvényei.
‘elsérendt — > ’hetedrendii — Padé approximacio

A 7. abra alapjan konnyen belathaté, hogy az approximacié fokszamanak emelkedésével a
kozelitési hiba folyamatosan csokken, és a holtidé idGtartomanyaban a bemeneti jelre adott
valaszfiiggvény egyre jobban kozeliti az idealis zérus kezdeti értéket.

Végezetiil, vizsgaljuk meg a repiilogép-vezetd alapjel kovetési képességét, ha a kovetendo
bemeneti jel f =0,3Hz frekvenciaja, vagyis T =1/0,3s periodusideji négyszogjel. A szamitogépes
analizis eredménye a 8. dbran lathat6 [9, 10, 11].

Tranziens valaszfiggwények - 1-4-7. rend Padé approximacio
ED T T T T T

60

40

20

wkift)
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20
-40
50 ,
0 i i i i i
0 1 2 3 4 5 B
Idé [s]

8. abra. A replilégép-vezetd valaszjele a négyszogjel bemeneti jelre.
‘elsérendtit —..... >..... hetedrend(i — Padé approximaciod

A 8. abra alapjan megallapithatd, hogy — hasonloképpen a korabbi bemeneti jelekre adott
valaszfliggvényekhez — az approximacié fokszamanak emelkedése a valaszjel maximalis értékének
novekedését eredményezi, viszont a holtido tartomanyaban egyre jobban kozeliti az idedlis zérusértékii
kimeneti jelet.



V. A REPULOGEP-VEZETO MATEMATIKAI MODELLJENEK
VIZSGALATA FREKVENCIATARTOMANYBAN

A frekvenciatartomanybeli vizsgalatok soran feltételezziik, hogy a repiil6gép-vezetd altal kdvetendd
jel harmonikusan valtakozo, egységnyi amplituduja, szinuszos jel. A szamitogépes szimulacid
eredménye a 9. abran lathato [9, 10, 11].

Az operator Bode diagramja - 1-4-7. rendd Padé approximacia
28 IR EARLL R IR R IR T il

2B F-- 4

24]--3-

Erésités [dB]

22 |-

10° 10 10° 10 10 10 10

500

500 - -

Fazisszdg [fok]

1000 -+

-1500 -
10

10"
Frekvencia [rad/s]
9. abra. A repiil6gép-vezeté Bode-diagramja.
‘elsérendii‘.....° ’..... hetedrendii’ Padé approximaciod

A 9. abra alapjan megallapithatdo, hogy a vizsgalt frekvenciatartomanyban az erGsités
— gyakorlatilag — fuggetlen az approximacié fokszamatol, és mindharom erdsitési gorbe egyiitt fut.
Kis-, és kozepes frekvenciakon a fazisgorbék is egyiitt futnak, majd f =2 Hz frekvenciatol a gorbék
elvalnak egymastol, és az approximacié fokszamanak emelkedésével egyre csokken a fazisszog
értéke.

VI. A REPULOGEP-VEZETO MATEMATIKAI MODELLJEI
VISELKEDESENEK OSSZEHASONLITO ELEMZESE

Az eldze fejezetben bemutatott szamitogépes szimulaciot a repiilogép-vezetd PDTI1H-modelljén
hajtottuk végre, valtoztatva az approximacio fokszamat. A gyakorlatban gyakran felmeriil az a kérdés,
hogy ,a repiilogép-vezeté mely matematikai modelljét alkalmazzuk?” Az automatikus
repiilésszabalyozo rendszerek vizsgalatanak elméletébdl ismert tény, hogy a repiildgép-vezetd — a
repiil6gép iranyitasa soran — tobbcsatornas iranyitasi rendszerben, tobb allapot-valtozot is manupulal.
Példanak okéért alljon most itt a repiilogép félautomatikus leszallitdsa, amikor a repiilogép-vezetd
szamos repiilési paramétert — parancsjelek alapjan — kézi beavatkozassal iranyit. Ilyen repiilési
jellemzo, a teljesség igénye nélkiil, a repiilési sebesség, a fiiggbleges sebesség, a repiilési magassag, a
leszallopalyatdl mért tavolsag, a siklopalyatol mért szogeltérés, az iranypalyatol mért szogeltérés.
A megoldand¢ repiilési feladat komplexitasdnak novekedésével a repiilogép-vezeto egyre egyszeriibb
matematikai modelljét alkalmazhatjuk [1, 3, 6, 7, §].
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Vizsgaljuk meg a repiil6gép-vezetd kiilonféle matematikai modelljének viselkedését a holtidd
masodrendli Padé-sorral torténd kozelitése esetén. A repiilogép-vezetd matematikai modelljeit a
3. fejezet (3.1), (3.2), (3.3), és a (3.12) egyenletek adjak meg. A repiilégép-vezeté id6tartomanybeli
viselkedésének vizsgalatat korlatozzuk az atmeneti fliggvény (10. abra), az egységsebesség bemeneti
jelre adott valaszjel (11. abra), és a négyszogjel bemenetre adott valaszjel (12. abra) analizisére.

A repiildgép-vezetd bemeneti jele legyen az Xpa (t) =1(t) egységugras jel. A repiildgép-vezetd
valaszfiiggvényei — kiilonféle rendszermodellek esetére — a 10. dbran lathatdak.

A pildta atrneneti fuggvénye - 2. rendd Padé approximacid
1000 T T

1 S .

BOD |- -mmmmmmmseee e o m b .

wkiit)

110 beeeeemeenennnneeeeees T TTITSR .

1 i .

-200 ' '
0
ldd [5]

10. abra. A repiilogép-vezetd atmeneti fliggvényei.
PH-modell PDT1H-modell PDT2H-modell

Vizsgaljuk meg, hogy a repiilogép-vezetd hogyan képes lekdvetni az egységsebesség bemeneti
jelet. A tranziens analizis soran a bemeneti jel legyen a Xpe (t) =t jel. A repiildgép-vezetd valaszjelei
a 11. abran lathatoak.

A pildta egysegsebesség valaszfiggvénye - 2. rendd Padé approximacio

143 [s]

11. dbra. A repiilégép-vezetd valaszjelei az egységsebesség bemeneti jelre.
PH-modell PDT1H-modell PDT2H-modell
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Végezetiil, vizsgaljuk meg, hogy a repiilogép-vezetd az eldjelvaltd négyszdjelet, mint bemeneti
jelet hogyan képes kovetni. A bemeneti jel f =03Hz frekvencidju, egységnyi amplitiddja
négyszogjel. A repiil6gép-vezetd valaszfiiggvénye a 12. abran lathato.

A pildta tranziens valaszfiggvenye - 2. rendd Padé approximacid

2000 E— E— A E—
1500 ______l______J_______:_______L______%______J____.._J_______L______L _____ _
1000 ----- I EERRRS e Rl bl EELL EESRELRES e B
11 S A . _______ . R N _
T 0= 1 e - M A
= ' ' ' ' ' ' '
571) NN S 0 N SN AP A SN SRS S
- iis
L R S S S
2000 i i i | i | i | |
] 0.5 1 1.4 2 2.5 3 3.5 4 4.5 o
Idd 5]
12. abra. Transient Responses of the Human Pilot
PH-modell PDT1H-modell PDT2H-modell

A 10., 11., és a 12. abrakon jol lathatd, hogy a (3.1) egyenlettel megadott alapmodellben
(PH-modell) bevezett differenciald (D) hatas ( ) a tranziens folyamatokban nagy értékii
tallendiiléseket eredményez. Ha a repiildgép-vezetd matematikai modelljét egytarolds taggal bévitjiik
(PDT1H-modell), akkor cs6kken a valaszfiiggvények lengési hajlama. Ha a repiil6gép-vezetd
érzékeld/jelfeldolgozd/beavatkozd ideg-izom rendszerének egyszerdsitett matematikai modelljét is
figyelembe veszziik, akkor az alapesethez képest novekszik a tranziens folyamatok lengési hajlama
(PDT2H-modell). E vizsgalatokat természetesen magasabb rendd approximaciés modellekre is
elvégezhetiik, és a kozelités fokszamaban paraméterezett gorbesereget kapunk, amelyet mar egyszer(
kiértékelni, megvizsgalni azok mindségi jellemzoit.

A repiil6gép-vezetd fent bemutatott tranziens analizisébdl kovetkezik egy masik fontos, és érdekes
kérdéskor: a holtidé adott pontossagu kozelitése soran milyen legyen a Padé-sor fokszama?
E kérdéskor megvalaszolasat a 7. fejezet taglalja.

VII. A PADE-APPROXIMACIO MINIMALIS FOKSZAMANAK
MEGHATAROZASA

A 2.1. fejezet mar foglalkozott a Padé-approximacié minimalis fokszamanak meghatarozasaval.
Az 1. 4bra alapan azonban kinalkozik egy masik, inkabb gyakorlatias modszer is az adott pontossagi
Padé-approximacios kozelités fokszamanak meghatdrozasara. Eme modszer lényege: hasonlitsuk

Ossze a 7 holtid6t tartalmazod eredeti G(S), és a holtidd kozelité modelljét tartalmazod G(S)
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rendszerek Nyquist-diagramjait, és addig noveljiik a kozelités fokszamat, amig az eredeti és a kdzelitd
rendszer Nyquist-diagramjai kozotti kiilonbség a megadott pontossagi tiirésmezdbe nem esik. Tovabbi
vizsgalataink soran legyen a kozelités pontossaganak értéke a kdvetkezo:

5<0,02. (7.1)

Tekintettel arra, hogy a cikk mddszert mutat be, az egyszertiség miatt legyen a repiilégép-vezetd
vizsgalat targyat képezé matematikai modellje PT1H (aranyos-egytarolos-holtidés). Természetesen,
vizsgalatainkat tetszOleges matematikai modellre elvégezhetjiik. A repiil6gép-vezetd tevékenységét
leir6 matematikaimodell most a kévetkez6 lesz [1, 3, 6, 7, 8]:

_ _xi(8) . Kp o s
Yp(s)=G(s) = Yoo (5) = IrsT, e . (7.2)

A (7.2) egyenlettel megadott atviteli fggvény alapan a frekvenciafiiggvény az s= jw
helyettesitéssel konnyen meghatarozhato [5]:

_xi(o) _ Kp  jor_Kp@=iol) _jor

- Xbe(ja)) - 1+ JU()T]_ 1+(COT1)2 I:)H (60) + JQH ((0) . (73)

G(S)|S:ja)

A (7.3) egyenletben

Kyd- joT .
P, (@) = real p(—JZl)e““” (7.4)
1+ (CUT]_)
a G(jw) frekvenciafliggvény valds része, mig a
K,[1- joT -
Q,, () =imag p(—le)e‘J“” . (7.5)
1+ (a)Tl)

a G(jw) frekvenciafiiggvény képzetes része.

Az 1. abra alajan a repiilogép-vezetd kozelité matematikai modelljét az alabbi atviteli fggvény
adja meg:

20 Xi(8) _ Kp
G(s) = Yoo (5) =1 T, Py (s). (7.6)

Hatarozzuk meg a (7.6) kozelitdé matematkai modell frekvenciafiiggvényét, vagyis a (7.6)
egyenletben végezziik el az s = jw helyettesitést:

1, . 1,. o
in(jw): Kp :Kp(l—ja)Tl)l_E(JCUT)"‘E(Ja)T) +...

Xoe(Jo) L+ joTy 1+@)? 14 (jor)+ 2 (jor)2 +...
2 12

G(jow) = (7.7)

A (7.7) kifejezés alapjan konnyen belathato, hogy a frekvenciafiiggvény komplex, és irjuk fel
annak algebrai alakjat is:
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1. 1,
A :Kp(l—ja)Tl)l_E(Ja)T)"'E(Ja)T) +os

S(jo) = 2 : = Rz (@) + Qi (@) (78)
1+(@T)" 1+ = (jor)+—(jor)? +...
2 12
ahol
1, . 1, 2
_ Kp(l_ja)Tl)l_E(JwT)+E(Ja)T) +...
Pz (Jo) = real 3 1 1 (7.9)
1+ (0T)” 14 = (jor)+ = (jor)? +...
2 12
a G(jo) frekvenciafiiggvény valos része, mig
1. . 1.
_ . Kp(l— joT)) l—E(ja)T)+E(ja)T)2+...
Qusz (Jw) = imag (7.10)

2
1+(wT) 1+%(ja)r)+%(ja)r)2+...

a G(jw) frekvenciafiiggvény képzetes része.

Konnyti belatni, hogy a holtidé Padé-approximacios fokszamat addig sziikséges emelni, amig
egyidejlleg teljestilnek az alabbi egyenl6tlenségi feltételételek:

|AP(a))| = |PH (@) — Pz (a))| <0, (7.11)
és
|AQ(@)] =|Qy (@) — Qusz (@) <6, (7.12)

A Padé-approximacio azon fokszama, amelyre eldszor teljesiilnek a (7.11)—(7.12) feltételek, az un.
minimalis fokszam, amelyet a kozelités megadott pontossaganak biztositasa érdekében a vizsgalatok és
a tervezési feladatok megolddsa soran alkalmazni sziikséges. A Padé-approximacié minimalis
fokszama Nyquist-diagram segitségével torténé meghatarozasara vegyiik az alabbi példat. Legyen a
repiil6gép-vezetd dinamikus modellje a kovetkezo:

Xi(s)  Kp _o 10 o055

Y,(s) =G(s) = = =
p()=6() Xpe (5)  1+5Ty 1+0,4s

(7.13)

A repiilégép-vezetd (7.13) egyenlettel megadott PT1H matematikai modelljét a (7.6) alaka G(jw)
kozelitd egyenlettel irjuk le. Hatarozzuk meg az eredeti holtidds, és a kdzelitd rendszerdinamikai
modellek Nyquist-diagramjait a Padé-approximacié kiillonb6z6 fokszamaira. A szamitogépes analizis
eredményét az approximacié n=(1+6) fokszamaira az 1. tablazat tartalmazza.

A Nyquist-diagramok meghatarozasahoz valasszuk a korfrekvenciat a w=(0+10)rad/s
értékekre. A vizsgalt frekvenciatartomany jo kozelitéssel reprezentalja a repiilégép-vezeto lehetséges
periodikus bemeneti jeleit. Az 1. tablazatban bemutatott eredmények alapjan konnyen megallapithato,
hogy az approximacié fokszamanak novelése csokkenti a kozelitési hiba nagysagat, amelyeket a 2.
tablazatban foglaltuk dssze.
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A G(jw) ésa G(jw) frekvenciafiiggvények Nyquist diagramjai

Nygunt dagrem - 3 rendd Pacd Agpronmacn

Nygumt dagram - | e Pacé Agpronmacn
i . N s AP

o
Begl

2
Piom

Seyqeent dagram - 3 reea] Sads App omimacd

[Gjend

K3 4 2 ) 2 i 3
Plem)

Nymuet dagram - & rendl Pasé Agproemideid

0

oen)

G(jw) eredeti Nyquist diagram

Approximacios hiba.

Az appoximaci6 fokszama

i

oy

1. tablazat

2
P

Mygaet doageam - 4 rendll Pagé Appravmacit
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4 > 0
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4 1] 0 0

Mppaet dageam < & rendll Page Appeaxmacid
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G(jw) kozelitd Nyquist diagram

Differenciak

2. tablazat

|AP ()|

AQ(w)|

4,7642

3,3276

1,5617

0,4369

0,2317

0,0297

0,0204

0,0012

0,0012

31679-107°

45377 -10°
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A 2. tablazatbol konnyen kiolvashato, hogy n=4 esetén a (7.11)-(7.12) egyenletekkel megadott
approximacios hibak jol kozelitik a (7.1) kifejezéssel definialt mindségi kovetelményt, de a Nyquist-
fliggvények valos részeimek eltérése nagyobb, mint az eldirt 2 %. Az n=5 fokszamu kozelités esetén
a valos rendszer G(jw), és a kozelité rendszer G(jw) Nyquist-fiiggvényeinek gy a valds, mint a
képzetes részeiben értelmezett eltérések kisebb értékiiek, mint a (7.1) egyenlettel megadott mindségi
kovetelmény. Az 1. Melléklet felhasznalasaval az approximaccid6 n=5 esetére a 7=0,55 holtido
kozelitésére tehat az alabbi kifejezést alkalmazzuk:

I | I I
1-1055+2(055)2 -2 (055)3 + 2 (0,55)* —> (0,55)°
2! 41 ! 8l 10! . (7.14)

e 0% =Py (s)= ol 3l 41 5l
1+ =055+ (055)% +>(0,55)% +—(055)* + > (055)°
2! 4 6l 8l 10!

A (7.11)-(7.12) egyenletekkel megadott hibajelek frekvencia fiiggvényei a 3. és a 4. tablazatban
lathatoak.

Az approximacios hiba |AP(a))| = |PH (@) — Pz (a))| valds része 3. tiblazat
¢ aetaP - 1 renall Pate sppromreactd it detaP - 2 rensll Page ppromreacd
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o3 ons
0% nee > 1
o0 \ 4
02 \
ne 4
T 05 + E oms '4
ion - B = |
\ Qs 1
0os
am
o - ans
A AT e e o TR S D VT Ve (G Y -
Fobwrca [rad'e} Fobwarca [rad'e}
detaP - & randd Padé spprowmack detaF -k rand] Padé spproemack
nm nm
ams 1 ams
n . nm
Qs - 00s
E E
f ] ——— - 1 f 0
~ A
3 ; 3
ame ! ams
a0 4 o0
anst 4 a0
e T T S DR ST YRS TR R Y e TR S D YT Ve S G Y -
Fokwarca [rad'e} Fobvrca [rat'e)
|AP(j)| hibajel diagram 6 =0,02 mindségi kovetelmény diagram
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A 3. tablazat alapjan megallapithat6, hogy az approximacio fokszdmanak novekedésével csokken
a kozelitési hiba. Megfigyelhet6 tovabba, hogy ugyanazon approximacio esetén a vizsgalati frekvencia
novekedése a kozelitési hiba lényeges ndvekedését eredményezi.

A 4. téblazat a valés G(jw), és a G(jw) kozelitd rendszerdinamikai modell Nyquist-

diagramjanak képzetes részeit foglalja dssze az approximacio kiilonféle fokszamaira. Figyeljiik meg,
hogy a frekvencia ndvekedésével, ugyanazon approximacids fokszam mellett, novekszik a kozelitési
hiba értéke is.

Az approximacios hiba |AQ(a))| = |QH (w) — Qo2 (a))| képzetes része 4. tablazat
o dedla0 - 1. oAl P spprosiimdcid . delteD - 3. e Hﬂjw-lﬁtlb
3 Pl P
-l .-r-r.-‘_.-z 3 ——
13 £ el

detlaciam)
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B R e oy 3 1 £ & 7 & ¥ o
Frabvencis [radds| Frabvencia [rads|
deitn0 - 3. endd Fas pprosirscis dela - 4. endd Pasd spprarimcid
ol 0.0
o— . o0
a1
o -
02t
E E -0
§ 03
3 T oM
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sl 006
0B nmf s
YT 3 4 s & 7 @ & m M= 3 & s 8 7 @ @ ®
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el - 5. endd Padd sppraximdcié dotea - E. rondkd Pad et
002 ooz
oms - E omst
om | . om |
il L3 E 0s
E T
§' 0 — I'E' ] —
3 ot &
omsf 1 nmsl
A+ E i
omsf - omst
My =2 3 + ¥ &8 7 ¥ ¥ m =3 i s & ¢ = = m
Frakvencia [rad's| Frabvencia [rads|
|AQ(jw)| hibajel diagram 6 =0,02 mindségi kovetelmény diagram

A 2., 3. és a 4. tablazatokbol egyértelmiien megallapithatd, hogy a (7.11)-(7.12) feltételek
egyidejlileg n=5 esetén teljesiilnek, ezért a (7.1) mindségi kovetelménnyel definidlt approximacio
minimalis fokszama 5.
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VIIl. EREDMENYEK, KOVETKEZTETESEK

Ma még szamos vezérlési-, illetve szabalyozasi rendszer nem nélkiilozheti az emberi bevatkozast,
illetve az emberi tevékenységet. Az ember sokszor ellendrz6-, vagy rendszerfeliigyeld szerepet lat el,
vagy akar aktivan részt is vehet a szabalyozasi rendszer iranyitasaban. A szabalyozasi rendszerek
vizsélata, és elGzetes tervezése felveti annak sziikségét, hogy az emberi tevékenységet valamilyen
dinamikus modellel irjuk le. A repiilégép-vezetdk tevékenységének matematikai modellezése fontos
ugy a foldi-, mint a 1égi iizemeltetés szempontjabol. A pildta dinamikus modelljének altalanos alakja
fligg azon rendszer felépitésétol, amelyben a repiilégép-vezeto tevékenykedik, fligg a megoldasra varo
feladat Oszetettségétol, fiigg a képzettségi szinttdl, valamint a hajozo fizikai-, €s pszichikai allapotatol.

A cikkben a szerz6 bemutatta a repiil6gép-vezetok legfontosabb matematikai modelljeit. A szerzo
ramutatott, hogy az egyes matematikai modellek holtidejének kiilonb6z6 fokszamu approximacidja
alapvetden befolyasolja a dinamikus rendszerek viselkedését ugy idd-, mint frekvenciatartomanyban.
A szerz0 levezette a holtidé adott pontossagu, Padé-sorral torténd kozelitésének alaposszefiiggéseit.
Bar ez az elméleti modszer is gyaran alkalmazott, €s iterativ eljarassal konnyen algoritmizalhato a
megoldasa, a szerzd egy latvanyos gyakorlati modszert is bemutatott a Padé-approximacié minimalis
fokszamanak meghatarozasara. A cikkben a szerzé a Nyquist-diagramokat hasznalta a holtid6 adott
pontossagu modellezéséhez sziikséges fokszam megallapitasara. Ha a repiil6gép-vezetd tevékenységét
PT1H-modell irja le, és a kozeliteni kivant holtidé6 7 =0,5s, akkor a 6 =0,02 pontossagi kozelités
eléréséhez N=5 fokszamu kozelités sziikséges. A holtid6 pontos kozelitd matematikai modellel

"oz

rendelkezik, viszont nemlinearis lesz a (7.14) kifejezéssel megadott kozelito atviteli fiiggvény.
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1. MELLEKLET
A Padé—sor egyiitthatéi

Az approximacio
fokszama

k egytitthato C egyiitthato

k=0

k=1
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o
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