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A VARIACIOSZAMITAS ALTALANOS, ELFAJULT FELADATANAK
MEGOLDASA?

A szerzd célja bemutatni a varidcidszamitds dltalanos, elfajult feladatinak megoldasat. A feladat matematikai
megfogalmazdsa utan megadja az extremum létezésének sziikséges, és elégséges feltételeit, valamint a bizonyi-
tashoz sziikséges tételeket, és segédtételeket.

SOLUTION OF THE CLASSICAL PROBLEM OF CALCULUS OF VARIATIONS

The aim of the author is to present solution of the classical problem of the calculus of variations. After problem
statement necessary and sufficient conditions of the existence of extremum of the given function, lemmas are
summarized.

|. TUDOMANYOS ELOZMENYEK, SZAKIRODALMAK BEMUTATASA

A variacidoszamitas matematikai elméleti 6sszefliggéseit az [1][2][3][4]1[5]1[6][7]1[8] irodalmak
mutatjak be, mig a variacioszamitas teriiletér6l példakat az [1][2][3][4][9] irodalmak mutat-
nak be. Az [l] irodalom a gyakorlati alkalmazasok teriiletén féleg a pilota nélkiili
légijarmiivekre, és az Urrakétakra koncentral. A [9] irodalom a pildta nélkiili 1égijarmivek
extremalis palyatervezését mutatja be.

Il. A VARIACIOSZAMITAS ELFAJULT FELADATANAK BEMUTATASA

Vizsgaljuk meg a variacioszamitas elfajult feladatat, tekintsiik adottnak a kdvetkez6 funkcionalt [1]:

dz, o(X, y,2)3§+ ¥(x,y,2)=0

dx : (2.1
az alabbi kezdeti feltételek mellett:
z=15,hax=x, (2.2)
Legyen az y(x) fliggvény megengedett, az alabbi kezdeti, és végfeltételek mellett:
Y(X0) = Yo, Y(Xk) = Yk (2.3)

Feltételezziik, hogy a ¢(x,y,2), és a W(x,y,z) fliggvények folytonosak, és differencialhatoak,
az x,y,z fliggetlen valtozok szerinti elsd differencidlhanyadosok folytonosak, és a két fiigg-

vény az Y, z valtozok szerint kétszer differencialhatoak.
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Vizsgaljuk a variacidszamitas feladatat az 1. dbran. Az abra alapjan megallapithatjuk, hogy az
Oxy sikban az 4’ pontbol az F’ pontba torténd eljutas navigacios feladata az Oxyz térben az
ABCF4, vagy az ABD F; vonalakon torténd mozgast jelenti. A Oxyz térben az AB, az AD, a
CF;, és a CF; térbeli palyaivek hataroltdk az S; teriiletet. Az Oxy vizszintes sikban az A’B’, az
A’D’ aC’F’, és az E’F’ térbeli palyaszakaszok hataroltak az S; teriiletet.

Aro z

F

X

Pl
1. abra (Készitette: Szabolcsi, R.)
Az 1. abran lathaté palyaiveket minden egyes esetben, az y(X), és a z(x) fiiggvények folyto-

nossagi feltételeibdl szokas meghatarozni, amelyek segitségével az integralas allandoi megha-
tarozhatoak [1]. A (2.1) egyenlet - a (2.2) kezdeti feltételek mellett - lehetévé teszi az y(X)

fliggvénytdl fliggd z, funkcional meghatarozasat. E feladat abban tlinik ki, hogy a fenti fligg-
vény (kapcsolat) explicit médon nem irhat6 fel.

Cser¢ljiik fel szerepiikben az y(x) és a z(x) fiiggvényeket, valamint vezessiik be az alabbi
kezdeti feltételeket,

y(*%) = Yo (2.4)
¢és peremfeltételeket:
2(Xo0) = 20; 2(X) = %« (2.5)
Tovéabbi vizsgélataink soran feltételezziik, hogy az , €5 az fiiggvények
P(X,Y,2) w(X.Y,2)

ugyanazon tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint az ¢(x,y,z), és az w(x,y,z) fliggvények.

Ebben az esetben feltételezziik, hogy a (2.4) kezdeti feltételekkel megadott (2.1) egyenlet a
z(x) egyenleten implicit alakban adja meg az y, = y(x,) funkcionalt. Fogalmazzuk meg most

a variacioszamitas feladatat:

A megengedett fiiggvények osztalydan hatarozzuk meg azt az y(x) fiiggvényt, amely biztositja a
(2.2) kezdeti feltételekkel megadott z, funkcional maximalis (minimalis) értékét [1][6][7][8].
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Hasonlo modon, a megengedett z(x) fiiggvényeken keressiik a (2.4) kezdeti feltételekkel meg-
adott y, funkciondl maximalis (minimalis) értékét.

lI. A z, FUNKCIONAL ELSO ES MASODIK
VARIACIOINAK SZAMITASA.

Vizsgaljuk meg az Oxyz térben két lehetséges fliggvényt, amelyek kozotti tavolsagot jeldlje
or(x), amelynek komponensei dy(x), és &(x). A or(x) vektorok Osszessége a két fliggvény

kozott linedris feliiletet alkot, amelynek a vizszintes sikra képzett vetiiletét vizsgaljuk meg a
tovabbiakban (2. abra).

2. 4bra (Forras: PABMHOBMY, b. U. [1])

A térbeli palyak vizszintes sikra vetitett nyomvonalait jelolj¢k az ABOCD, és az
AB’E’OF’C’D vonalak (2. abra). Kiindulva a (2.1) funkcionalbdl, hatarozzuk meg a z, funk-

cional névekményét, ha az ABOCD vonalr6l attériink az AB’E’OF’C’D vonalra:

Az, = Zﬂ O(x,y, z)dxdy -, ﬂCD(x, y, z)dxdy

d(X,Y,2) = Op _67‘1’
Xly=an O ly-an, (3.2)
A (3.2) egyenlet alapjan igazak tovabba az alabbi 0sszefliggések is [1]:
op|  _% Lop o
Xly—al,  OXly—all,z=all.  OZ OX|y_ay,
v _ov v
OX [y=all, O Ix=all,z=all. 92 OY|y_ay (3.3)
A (2.1) funkciondl alapjan felirhato, hogy:
oz 0z
xan T Ty Y
y=all O x=an, (3.4)
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A (3.2) egyenlet, figyelembe véve a (3.3)-(3.4) egyenleteket, a kovetkezd alakban is felirhato:

Jp 8‘1’ 8‘1’ \Paga

Plxy.2)= OX ay 62 87 (35)

A (3.5) egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a (3.5) egyenlet nem fiigg az y'(x), vagy a
z'(x) derivaltaktol.

Hatarozzuk meg a Az, funkciondl &y varidcidhoz szamitott ndvekmény f6 részét, a kozelitést

masodrendl tagokkal elvégezve. Vezessiik be az alabbi jeloléseket [1, 3]:

y) =y () =n(x)

2(x)~2°(x) = ¢ (x) (3.6)
ahol y°(x), és z°(x) a kezdeti vonalaknak felelnek meg, mig az y(x), és a z(x) hozzijuk
kozeli fliggvények.
Az 5(x) és a ¢(x) fiiggvények az alabbi egyenldtlenségi korlatozasok ala esnek:

0<[()/< Y(x)
0<lg(x)|<|éz(x)|

(3.7)
A @©(x,y,z) fiiggvényt irjuk fel a kovetkezd alakban [1][2][3][4][5][6]:
0,0y, 0P 2
D(x,Y,2) = @[x, y,2,(y)]=D(x, y°,2 HE n(x)+0(p%)
x=all.,y=y° (3.8)
ahol a (3.4) feltételeknek megfelelden:
o0 {a@ o0 a J _
Y lcatly=y® | O lxcain,zzan 92 Ix=all,y=a1l. %Y [x_ai yoy?
oo oo
z(ay_¢azJ ;P=\772+§2
y=y° (3.9)

A fenti megfontolasok alapjan a (3.1) egyenlet — masodrendli kozelitéssel - a kovetkezd mo-
don is megadhat6 [1][3]:

Azy = ch(x Y, z)c?ydx——j (88()1/3 8aqz) 20x = 2y + 622
%o (3.10)

A z, funkcionélnak a megengedett y(x) ﬁjggvény derivéltjéhoz szamitott elsd, és masodik

.....

X
oLy = fd)(x, Y, 2)dydx
%o (3.11)
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j [a‘b 2dx

A z, funkciondl extremumdanak szamitdsa a (3.1), és a (3.10)-(3.12) egyenletek alapjan torté-
nik.

(3.12)

Konnyen belathato, hogy a (2.1) egyenletet felirva a

d—y + go*(x, Y,2) gz + ‘I’*(x, y,2)=0

dx X (3.13)
alakban,

¢s, figyelembe véve a (2.4) kezdeti, és a (2.5) peremfeltételeket, a Ay, funkciondl a kdvetke-

z0 0sszefliggéssel adhaté meg:

Ayy = Zﬂ' @ (X, Y, z)dxdy—3; jj' @ (x, y,z)dxdy
'S I's; (3.14)

ahol:

cD*(x, y,2) = —izq)(x, Y,2)
P (3.15)

IV. A z, FUNKCIONAL EXTREMUMANAK SZUKSEGES
ES ELEGSEGES FELTETELEI

Feltételezziik, hogy a megengedett fliggvények osztalyara teljesiil, hogy a keresett vonalak
végeia ® =0 feliileten fekszenek, mas szoval,

CD(Xo,y(),Zo):O
D (X, Yk 2k) =0 (4.1)

4.1.1. Tétel

A z, funkciondl gyenge maximuma létezésének feltétele az alabbi Osszefiiggéssel adhatdo meg

[1][3][8]:

<0

op 6@
D(X,y,2) = 0( j
oy 82 ©=0 (4.2)

A z, funkciondl gyenge minimuma létezésének feltétele az alabbi osszefiiggéssel adhatd meg

[1][3][8]:

d(x,y,2)=0; (GCD MDJ

oy

(4.3)

A fenti feladat lehetdvé teszi megoldast a folytonos elsé derivalttal rendelkezé folytonos
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fliggvények osztalyan.
Haa z,,az y,, és az y, kezdeti feltételek mellett a keresett extremalis végpontjai nem esnek

a ®(x,y,z)=0 feliiletre, mas szoval, a (4.1) kezdeti feltételek nem teljesiilnek, akkor vizsgal-

juk meg a kovetkezo tétel teljesiilését.

4.1. 2. Tétel

A z, funkciondl gyenge maximuma létezésének sziikséges feltétele, ha a keresett extremalis

részben a nyitott S tartomanyban helyezkedik el [1, 3]:

<0

oD acpj
D=0 (4.4)

Q)(X, y,Z) =01(ay_¢az

Az s, tartomany C hatdrvonala mentén vesz fel értéket az extremalis, akkor igazak az aldbbi
egyenldtlenségek [1][3][4][5][6]:

D(x,y,2)20, ha &y (4.5.a)
O(x,y,2) <0, ha dy . (4.5.b)
ahol &y az adott hatarvonalon megengedett elsé variacio.

A z, funkcional gyenge minimuma létezésének sziikséges feltételei az alabbiak:

od od
O(x,y,2) = Oi(—(PJ =
N )y (4.6)
®(x,,2)<0, ha & (4.7. a)
d(x,y,2) >0, ha & 5 (4.7.b)

Az eldz6 két tétel a (3.11), és a (3.12) variacidk alapdsszefiiggéseibdl, és értelmébdl is kovet-
kezik. A (3.10) variaciondvekmény egyenlete alapjan bebizonyithat6 a kdvetkezd tétel is.

4.1. 3. Tétel

A z, funkciondl erds maximuma létezésének sziikséges feltétele, ha a keresett extremalis
részben a nyitott S tartomanyban helyezkedik el [1, 3]:
o0 aqa]

(D(X! Y, Z) = 01(ay 40672

©=0 < (4.8)

Az s, tartoméany C hatarvonala mentén vesz fel értéket az extremalis, akkor igazak az alabbi
egyenldtlenségek [1][3][4][5][6]:

CD(X! Y, Z) >O’ ha 5y <0 (4‘9 a)

©(X,¥:2) <0, ha ¥ >0 (4.9.b)
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ahol &y az adott hatarvonalon megengedett elsé variacio.

A z,, funkciondl erds minimuma létezésének sziikséges feltételei az alabbiak:

st -o{ 2o
¥ ey (4.10)
®(x,Y,2) <0, ha 8y <0 (4.11.a)
d(x,y,2)>0, ha oy >0 (4.11.b)

ahol &y az adott hatarvonalon megengedett els6 variacio.

Ha ¢=¢(z), vagyis ¢ nem fiigg az x és az y fiiggetlen valtozoktol, akkor a (4.8) feltétel az
alabbi alakban is felirhato [1][2][3][4][51[6][71[8]:

¥ oV
9" =0
oy & (4.12)

o o
oy

g V. ol oy vop
@ poy o ¢oz (4.14)

<0, (4.13)
o=0

ahol:

Osszehasonlitva a (3.1) és a (3.14) egyenleteket megéllapithatjuk, hogy a z, funkcional (3.2)
és (3.3) feltételek mellett meghatarozott maximuma létezésének feltételei megegyeznek az vy,
funkcional minimuma létezésének feltételeivel [1][2][3].

A 3. tétel teljesiilése mellett, feltételezziik, hogy a z=f(x,y) fliggvény eleget tesz a
®[x,y, f(x,y)]=0 egyenletnek, valamint mindkét fiiggetlen valtozé tekintetében szigortian
monoton, és ®>0 esetén a z= f(x,y) feliilet felett, mig ® <0 esetén a z= f(x,y) feliilet alatt

halad. Feltételezziik tovabba, hogy a megengedett y(x) fliggvényosztalyra a z(x) monoton.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
1) y=y; legyena

D(X0,Y,20) =0 (4.15)
egyenlet gyoke;
2) y= y: legyen - x=x, esetére -az y= y; , X=Xy, Z=12, kezdeti feltételek mellet a

dz d
—+p(X,Y,2) & +y(xYy,2)=0
dx dx

®(x,y,2)=0 (4.16)

egyenlet parcialis megoldésa.
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Az extremalis mozgaspalyak jellege fligg a kezdeti pont x,, y,, a végpont x,, y, koordina-

tainak az x,, y; , €5 az X, y; koordinataji pontok helyzetétdl, mas szdval, rogzitett végpon-
th x., yx koordinatdk esetére a kezdeti pont és a ®(x,y,z)=0 feliilet egymashoz képest fel-
vett helyzetétdl.

Az extremalis mozgas palyan torténd mozgas jellegét a kezdeti €s a végpont
O(x,y)=0 (4.17)

egyenlettel megadott vonalhoz képest felvett helyzete hatarozza meg. [1][2][3]

V. OSSZEFOGLALAS, EREDMENYEK

A légijarmuvek palyatervezése soran gyakran toreksziink az extremalis palyan torténd repii-
1ésre. Ezzel lehet6vé valik olyan repiilési-, €s navigacios feladatok megoldéasa, mint a repiilés
a legrovidebb 1d9 alatt, repiilés a legrovidebb tuton, repiilés a legnagyobb tavolsagra, repiilés
minimalis energiafelhaszndldssal, repiilés a legkisebb repiilési magassagon. A kisméretii pilo-
ta nélkiili 1égijarmiivek repiilése altalaban alacsony repiilési magassagon valosul meg, ahol
fennall a veszélye a természetes-, €s a mesterséges tereptargyakkal vald Osszelitk6zés veszé-
lye. A palyatervezés soran akar tobb tényez6t is figyelembe kell venni, és ebben az esetben,
hattérbe szorulhat pl. a minimalis energiafelhasznalassal végrehajtott repiilés kovetelménye,
¢és eldtérbe keriil az Osszeiitkdzés kizarasat, vagy annak valdszinliségét minimald repiilési
palyak tervezése. Kiillonosen fontos ez abban az esetben, ha az UAV iizemeltetése olyan re-
pulétérrdl torténik, ahol mas 1égijarmiivek is hasznaljak a 1égteret.
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